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АНАЛИТИЧЕСКИЙ И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ  
УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
В данной статье приводится сравнение методов решения уравнения теплопроводности. 
Подробно рассмотрено решение аналитическим методом. Заданы условия однозначности, а 
также начальные и граничные условия и приведены способы их задания с учетом физических 
особенностей моделирования теплопроводности режущего инструмента. Составлено и решено 
уравнение методом разделения переменных, в виде произведения двух функций, и разложено 
в ряд Фурье с заданными параметрами, определяемыми характеристическим уравнением. По-
лучено окончательное выражение распределения температуры в инструменте. Также приведен 
пример решения численным методом тепловых балансов, выведено уравнение в конечно-
разностной форме для расчета распределения температурного поля и получено приближенное 
решение для температур в узловых точках. Проанализированы характерные особенности каж-
дого метода решения одномерной нестационарной задачи теплопроводности. Представлены 
графики распределения температуры в инструменте для интервала времени с разным количе-
ством элементов ряда. Сделан вывод о точности и вычислительной сложности при решении 
каждой рассмотренной задачи. 
В заключение раскрываются достоинства и недостатки аналитического и численного мето-
дов и приводится обоснование использования модифицированного численного метода в одно-
мерной нестационарной задаче теплопроводности.  
Ключевые слова: метод разделения переменных, дифференциальное уравнение, метод ко-
нечных разностей, закон Фурье, температурное поле, граничные условия. 
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THE ANALYTICAL AND NUMERICAL METHODS  
OF SOLVING THE THERMAL CONDUCTIVITY EQUATION 
In this article we present a comparison of the methods of solving the thermal conductivity equation. 
An analytical method of solving is considered in details. The conditions of unambiguity are specified, 
as well as the initial and boundary conditions and ways of their definition in consideration with physical 
features of modelling the thermal conductivity of the cutting tool. The equation is constituted and 
solved by the method of division of variables, as the product of two functions, and it is separated in 
Fourier series with the specified parameters defined by the characteristic equation. The final expression 
of temperature division in the tool is obtained as well. The example of solving by a numerical method 
of thermal balances is given too, the equation is deduced into finite-difference form to calculate  
Àíàëèòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè 123 
the distribution of the temperature field and the approximate solution for temperatures in central points 
is obtained as well. There are analyzed characteristic features of each method of solving of one-
dimensional non-stationary problem of thermal conductivity. Diagrams of the temperature distibution in 
the tool are presented for a time interval with a different quantity of elements of series row. We made a 
conclusion on accuracy and computing complexity while solving each considered problem.  
In conclusion we revealed the advantages and disadvantages of analytical and numerical methods 
and we give proof of using the modified numerical method in solving one-dimensional non-stationary 
problem of thermal conductivity. 
Key words: the method of division of variables, the differential equation, the method of ultimate 
differences, Fourier’ law, a temperature field, boundary conditions. 
Введение. Существует несколько методов ре-
шения задач теплопроводности: аналитический, 
аналоговый, численный, графический и экспери-
ментальный. Четыре из них исходят непосред-
ственно из различных форм уравнений. Экспери-
ментальным методом пользуются, когда осталь-
ные методы не дают результатов. Его применяют 
для определения теплофизических свойств, таких 
как теплопроводность и удельная теплоемкость. 
Для решения задач теплопроводности в твер-
дых телах сложной формы используются анали-
тические и численные методы. Решения возмож-
ны при известных краевых условиях, включаю-
щих начальное распределение температур в теле 
и граничные условия на поверхности тела, кото-
рые могут быть заданы одним из трех способов: 
температурой поверхности, тепловым потоком и 
коэффициентом теплоотдачи [1].  
Аналитическое решение задач нестацио-
нарной теплопроводности методом разделения 
переменных Фурье предпочтительнее других 
методов при неравномерном начальном рас-
пределении температуры в теле и в тех случаях, 
когда нет необходимости в расчетах для очень 
малых времен от начала процесса. 
Из численных методов решения задач теп-
лопроводности в настоящее время наиболее 
ценным и широко используемым является ме-
тод конечных разностей.  
Основная часть. Дифференциальное урав-
нение теплопроводности при отсутствии внут-
ренних источников теплоты имеет вид 
 
2 2 2
2 2 2 .
dt d t d t d ta
d dx dy dz
⎛ ⎞= + +⎜ ⎟τ ⎝ ⎠
 (1) 
Данное уравнение известно как закон (или 
постулат) Фурье. 
Условия однозначности задаются в виде: фи-
зических параметров λ, с, ρ; формы и геометри-
ческих размеров объекта l0, l1, l2, …, ln; темпе-
ратуры тела в начальный момент времени τ = 0: 
0 ( , , ).t t f x y z= =  
Граничные условия могут быть заданы в 
следующем виде:  
нач( 0) ,t tτ = =  
нач 1( ) ,t x x t= =  
кон 2( ) .t x x t= =  
Решить задачу теплопроводности – значит 
установить зависимость между температурой t, 
временем τ и координатами тела x, y, z.  
Рассмотрим режущий инструмент  толщи-
ной 2δ. Если толщина инструмента мала по 
сравнению с длиной и шириной, то такую по-
лоску обычно считают неограниченной.  
При заданных граничных условиях коэффи-
циент теплоотдачи α одинаков для всех точек 
поверхности инструмента. Изменение темпера-
туры происходит только в одном направлении x, 
в двух других направлениях температура не из-
меняется, следовательно, в пространстве задача 
является одномерной. Начальное распределе-
ние температуры задано некоторой функцией 
t(x, 0) = f(x). Охлаждение происходит в среде  
с постоянной температурой tж = const. Отсчет 
температуры инструмента для любого момента 
времени будем вести от температуры окружа-
ющей среды. Поскольку задача в пространстве 
одномерная, то дифференциальное уравнение (1) 
принимает вид 
 
2
2 .a x
∂ϑ ∂ ϑ=∂τ ∂   (2) 
Начальные условия: 
при τ = 0    
 0 ж( ) ( ).f x t F xϑ = ϑ = − =   (3) 
Решение дифференциального уравнения (2) 
ищем в виде произведения двух функций, из ко-
торых одна является функцией только τ, а дру- 
гая – только x (метод разделения переменных):  
 ( , ) ( ) ( ).x xϑ = ϑ τ = ϕ τ ψ  (4) 
После подстановки последнего выражения  
в дифференциальное уравнение (2) имеем: 
 '( ) ''( ) .
( ) ( )
xa
x
ϕ τ ψ=ϕ τ ψ   (5) 
Левая часть уравнения (5) есть функция 
только τ, а правая – функция только x. 
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Решая уравнение (5), находим частное ре-
шение: 
 
2
cos( ).akAe kx− τϑ =  (6) 
Подчинив частное решение граничному 
условию, после простейших преобразований 
получим значения корней характеристического 
уравнения: 
 
2
1 2
2
2 2
2
2
1 1 1
2 2 2
cos ;
cos ;
...
cos .
n
n n n
xA e
xA e
xA e
ατ−μ δ
ατ−μ δ
ατ−μ δ
⎫⎛ ⎞ ⎪ϑ = μ⎜ ⎟δ⎝ ⎠ ⎪⎪⎛ ⎞ ⎪ϑ = μ⎜ ⎟ ⎬δ⎝ ⎠ ⎪⎪⎪⎛ ⎞ϑ = μ ⎪⎜ ⎟δ⎝ ⎠ ⎭
 (7) 
Полученные частные решения будут удовле-
творять дифференциальному уравнению при лю-
бых значениях постоянных, но ни одно из этих 
решений не будет соответствовать действитель-
ному распределению температуры в начальный 
момент времени [3]. Однако путем наложения 
бесконечного числа таких распределений при со-
ответствующем выборе величин Аn можно вос-
произвести любую действительную температур-
ную зависимость в начальный момент времени. 
На основании сказанного общее решение 
можно представить суммой бесконечного ряда: 
 
2
2
1
cos .
nn
n n
n
xA e
ατ→∞ μ δ
=
⎛ ⎞ϑ = μ⎜ ⎟δ⎝ ⎠∑  (8) 
Известно, что если отдельные распределе-
ния (7) удовлетворяют дифференциальному 
уравнению (2) и граничным условиям, то и 
сумма их также удовлетворяет тем же услови-
ям. Постоянная Аn в уравнении найдется из 
начальных условий.  
Окончательное выражение для случая рав-
номерного распределения температуры в ин-
струменте в начальный момент времени: 
 
2
20
1
2sin cos .
sin cos
nn n
n
n n n n
x e
ατ→∞ −μ δ
=
ϑ μ ⎛ ⎞ϑ = μ⎜ ⎟μ + μ μ δ⎝ ⎠∑     (9) 
Следует отметить, что если получение точ-
ного аналитического решения связано с труд-
ностью удовлетворения граничных условий, 
которые не всегда осуществимы, то при помо-
щи численного метода всегда возможно, по 
крайней мере приближенно, удовлетворить 
граничным условиям конкретной задачи. 
Получим расчетную формулу для числен-
ного интегрирования одномерной нестацио-
нарной задачи методом тепловых балансов. 
Пусть в этом случае процесс теплопроводности 
описывается уравнением 
 
2
2 .
t ta
x
∂ ∂=∂τ ∂  (10) 
Рассмотрим применение метода к расчету 
температурного поля в режущем инструменте 
(уравнение (10)). 
Разбиваем на элементарные объемы. Пола-
гаем, что удельная теплоемкость с и коэффици-
ент теплопроводности λ в пределах элементар-
ного участка постоянны. Очевидно, количество 
теплоты, подводимое стержнем к узловой точ-
ке, определится по закону Фурье. Если рассто-
яние δ достаточно мало, то можно выразить q 
через конечные: 
 .Q q F t Fλ= Δτ = − Δ Δτδ  (11) 
Изменение внутренней энергии в рассмат-
риваемой узловой точке за время Δτ: 
 ' ( ' ),U c V t c V t t= ρ Δ = ρ −  (12) 
где с – удельная теплоемкость; ρ – плотность 
вещества; V – элементарный объем; t – темпе-
ратура в данной узловой точке в момент време-
ни τ; 't  – температура в момент времени τ + Δτ. 
С учетом сказанного уравнение теплового 
баланса для узловой точки будет иметь вид 
21 31 1 1( ' ).
c VQ Q t t
t
ρ+ = −Δ  
Решая последнее уравнение относительно 
неизвестной температуры 1' ,t  получаем: 
 1 2 3 1
1' 2 .t t t t
c V
c V
⎛ ⎞⎜ ⎟Δτλ ⎜ ⎟= + + −Δτλρ ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
 (13) 
Если учесть, что / с aλ ρ =  – коэффициент 
температуропроводности вещества, V = δ2 и 
2
0/a FΔτ δ =  – число Фурье, то уравнение (13) 
принимает вид 
 1 0 2 3 1
0
1' ( ) 2 .t F t t t
F
⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
  (14) 
Уравнение (14) является основой численно-
го метода расчета нестационарной теплопро-
водности. 
Используем полученные формулы для пре-
образования дифференциального уравнения к 
конечно-разностной форме. Преобразование 
проведем на примере одномерной нестацио-
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нарной задачи теплопроводности безграничной 
стенки (уравнение (10)). 
Поскольку температура t(x, τ) является 
функцией двух переменных, удобно выбрать 
прямоугольную сетку. Весь интервал измене-
ния x от 0 до l по оси абсцисс разобьем на оди-
наковые интервалы δx, а отрезок времени от 
0τ =  до τ = ϑ  разделим на равномерные ин-
тервалы δτ (рис. 1). 
 
 
Рис. 1. Сетка для составления уравнений 
 
Восстановленные перпендикуляры к коор-
динатным осям в точках деления при пересече-
нии образуют расчетные узловые точки. Тогда 
температура для узловой точки 1 с координа-
тами x = mδx и τ = kδτ запишется так: 
1 1 ,( , ) .x m kt t m k tτ= δ δ =  
Для точки 2 с координатами x = mδx и  
τ + δτ = (k + 1)δτ  имеем: 
2 2 , 1( ( 1) ) ;x m kt t m k tτ += δ + δ =  
для точки 3 с координатами  x + δx = (m + 1)δx  и  
τ + δτ = (k + 1)δτ  получим: 
3 3 1, 1[( 1) ,( 1) )x m kt t m k tτ + += + δ + δ =  и т. д. 
Заменим в точке 1 (mδx, kδτ) частные произ-
водные в уравнении теплопроводности раз-
ностными отношениями: 
 , 1 , 1
,
1 ( ) ,m k m k
m k
t t t+
τ
∂⎛ ⎞ = − + ε⎜ ⎟∂τ ∂⎝ ⎠  (15) 
 
2
1, , 1, 22 2
,
1 ( 2 ) ,m k m k m k
xm k
t t t t
x + −
⎛ ⎞∂ = − + + ε⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 (16) 
В этих выражениях ε1 и ε2 – остаточные чле-
ны, учитывающие переход от производных 
функций к разностным отношениям. Можно по-
казать, что эти члены стремятся к нулю при 
стремлении к нулю интегралов разбиения δx и δτ. 
Дифференциальное уравнение в конечно-раз-
ностной форме запишется следующим образом: 
, 1 , 1
1 ( )m k m kt t+
τ
− + ε =∂  
 1, , 1, 22 2
2
.m k m k m k
x x
t t ta + −− −⎡ ⎤= + ε⎢ ⎥δ ∂⎣ ⎦
   (17) 
Решая уравнение (17) относительно буду-
щей температуры tm,k+1 в рассматриваемой точ-
ке, получим: 
, 1 1, 1,2 [ ]m k m k m k
x
a
t t tτ+ + −
δ= + −δ  
 , 2 12
2 1 ( ) .m k
x
a t aτ τ
⎛ ⎞δ− − + ε − ε δ⎜ ⎟δ⎝ ⎠
 (18) 
Очевидно, остаточный член  в уравне- 
нии (18) будет стремиться к нулю при стремле-
нии к нулю δτ. Следовательно, чем более мелкие 
интервалы выбраны для сетки узловых точек, тем 
меньше ошибка перехода от дифференциального 
уравнения к уравнению в конечных разностях. 
Ошибки ε1 и ε2 можно оценить, воспользовав-
шись разложением функции t в ряд Тейлора. 
Отбрасывая остаточный член в уравне- 
нии (18) и обозначая приближенное значение 
величины tm,k через Tm,k, получим приближенное 
решение для будущей температуры в узловой 
точке (mδx, kδτ): 
( ), 1 1, 1, ,2 22 1 .m k m k m k m k
x x
a aT T T Tτ τ+ + −
⎛ ⎞δ δ= + − −⎜ ⎟δ δ⎝ ⎠
  (19) 
Проанализируем формулы (9) и (19). И одна, 
и вторая формулы являются окончательными 
формулами для расчетов распределения теплово-
го поля [3]. В данной программе мы производим 
вычисление температуры в ста точках инстру-
мента для пятидесяти моментов времени. Для 
каждой из этих точек нахождение температуры 
требует вычисления суммы  нескольких элемен-
тов. На рис. 2 показано поле распределения тем-
пературы при количестве элементов ряда n = 10. 
 
 
Рис. 2. Поле распределения температур  
при n = 10 
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Как видно из графика, при таком значении n 
решение по оси x имеет колебательные свой-
ства. Это объясняется тем, что в формуле (9) 
присутствует тригонометрические функции си-
нуса и косинуса. 
При увеличении числа n данные колеба-
тельные свойства будут проявляться слабее. 
Действительно, на рис. 3 можно наблюдать то 
же поле распределения температур, но при ве-
личине n = 100. 
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Рис. 3. Поле распределения температур  
при n = 100 
 
Сравнивая эти графики, можно прийти к 
выводу о том, что для получения распределе-
ния температуры в инструменте приемлемой 
точности необходимо выбирать достаточно 
большие значения n. Однако при этом вычис-
лительная сложность задачи многократно воз-
растает. Для случая n = 100 компьютеру необ-
ходимо провести расчет 50×100×100 раз. Вы-
числение формулы (9) в количестве 500 000 раз 
является весьма длительным процессом даже 
на современных специализированных быстро-
действующих ЭВМ. Это объясняется также 
тем, что, кроме большого числа вычислений 
формулы, необходимо каждый раз рассчиты-
вать значения синусов и косинусов. Для вычис-
ления синуса или косинуса ЭВМ раскладывает 
его в достаточно большой ряд, что еще более 
усиливает сложность расчетов. 
В случае же реализации формулы (19) для 
такого же количества точек по осям времени t и 
длины x вычислительная сложность задачи зна-
чительно уменьшается (рис. 4).  
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Рис. 4. График решения уравнения  
теплопроводности численным методом 
 
Действительно, для нахождения значения 
температур в ста точках инструмента при пяти-
десяти различных моментах времени необходи-
мо будет вычислить 5000 раз формулу (19), что в 
сто раз меньше по сравнению с расчетом фор-
мулы (9). Кроме того, при вычислении форму- 
лы (19) отсутствует необходимость рассчиты-
вать значения синусов и косинусов или любых 
других сложных математических функций. 
Заключение. Проанализировав аналитиче-
ское решение уравнения теплопроводности, 
можно сделать вывод, что решение удается по-
лучить только для простейших условий,  для 
тел простой формы, при этом отмечается высо-
кая вычислительная сложность. При помощи 
численного метода  всегда возможно удовле-
творить граничным условиям задачи и решать 
сложные задачи, недоступные для аналитиче-
ских методов. Вычислительная сложность за-
дачи значительно меньше.  
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